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Integration 
af 

logarithmiske Differentialer 
as den Form eTdx, hvor z er en Function af x

ved

Johan Nicolai Tetens.

i *.

9?aat man anvender Analysis paa virkelige Objekter i Naturen, og seer beret 

Forandringer ar underkastes Calculen, da kommer man meget ofte til logarith- 
miffe Differentialer. Af egen Erfaring har Lambert giort den Bemcrrkning (a), 
ctt nersten alle Tilfalde af dette Slags lede til transcendente Wqvationer. Han 
har ladet det vcrre uafgjort, om dette skeer enten formedelst Sagens Natur, 
<Uer formedelst en Mangel i vor Analysis; dog tilskrev han den sidste Aarsag 
det meste. Jeg maae tilstaae, at jeg ikke ganffe bifalder denne skarpsindige 
Mands Mening; at vi faa ofte (dog ei altid) komme til transcendente 2Eqva- 
tioner. I saadanne Tilfcrlde, som de ere, hvilke Lambert, for det meste,, 
selv har utiberføgt,. synes mig, at det ligger i Sagens egen Natur; men det 
er en Mangel i Analysis, og besynderlig i Integralregningen, at vi da ikke 
ret kunne komme sort,, og opdage de fegte Forandringers Love, fordi dette 

kommer

(*) See Lamberts Briefwechsel B. S. aoo. 
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kommer as Integrationen. Saa ofte Forandring i Srerrelftn (dy) forholder 
sig fom Storrelsen (y) ftlv, og desuden end videre^dependcrer af en anden 
foranderlig Storrelse (x), saaledes som en Function as samme (z) tilkende
giver; saa ofte kommer man og til en 2Eqvarion af saadan en Form y = e7', 
vg da bliver det i de allerfleste Tilfcelde en Fornodenhed at finde Integralet 
Sezdx. Lovene for Menneskenes Dodelighed kan regnes herhen, efterdi de 
Dodes Antal er proportionalt med de Levendes, naar Alderen er den samme; 
og desuden paa en vis Maade kommer an paa Alderen selv. Mine Underss- 
gelser angaaende disse Love have tart mig, hvor vigtig Integrations-Methoden 
af saadanne Differentialer kan blive for det Praktiske. Det er bekendt nok, 
at Analysis herudi endnu er temmelig indskrcenkel; jeg har derfor anseet det 
for ikke uvetydeligt, at man deöangaaende sogde, at udfinde almindelige Me- 
rhoder.

§. 2»

Jeg vil forst tage de Integraler Sezdx, hvor z er en algebraisk Func
tion af x.
Lad derfor y vare = e\ hvor e tilkendegiver det Tal, hvis Logarithmus 
= i, fom sædvanligt, faa er dy — ezdz = ydz.
Fremdcles tag dz=zXdx, hvor igien X er en Function af x, saaledes at den 
tillige er en rational og endelig Function af x. Denne Methode udstrcrkker sig 
videre, saaledes som i det Felgende skal blive klart, og man kan begynde ved 
de lettere og simplere Exempler.
Antag X = a Hb abx, altsaa Xdx adx HH sbxdx; og z = ax HH bx2*

§. Z.

Man antage, at Se7dx, eller 8ydx — y. V, hvor V ligelede- maae 
voere en Function af x.

altsaa ydx = ydV 4* Vdy = ydV HH Vy ♦ dz
(§. 2.) = y . dV HH yVXdx

. altsaa dx =z VX HH dV: dx
eller 1 — VX — dV: dx = o.

Rrr 2 Denne
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Denne sidste TEqvation kan her kaldes Hoved - ILqvationen; den er en 
^Equation, fom tilkendegiver Betingelserne ved Integrationen, og kunde for 
saa vidt kaldes Betingelsernes ZEqvation (æqvation de condition); 
nun dette sidste Kunstord .har allerede en anden bestemt Bemcerkelfe i Inte
gralregningen.

§. 4.

Man kan endnu paa en almindeligere Maade antage, at K . Sydx — 
y . Vn, hvor K er en bestandig Stscrelse, i hvis Sred i altid kan semes. 
Man sinder da K — VnX— d (Vn) dx u o til Hoved-'Mqvalion. Men 
da dog derved Methoden ved Slutningen ikke bliver almindeligere, end den 
allerede er, saa beholder man den forrige Hoved,2Egvalion i —VX— 
dV : dx — o.

5'

Lad fremdeles vcere V := A HE- Bx HE* Cx2 4- Dx3 4* Ex4 4- HE-, hvor 
A, B, C, D ere bestandige Coefficienter, da der herefter ffal afhandles de Til
falde, hvor de ere foranderlige Sterrelfer, faa bliver

— B HE- 2 Ox HE- sDx2 HE- 4Ex5 o. f. f.

Er nu X u a HE- abx, fom i ncervarende Tilfalde §. 2, faa har man
VX = aA HE- aBx HE- aCx2 aDx3 0. s. f.

HE- sbAx HE* 2bBx2 HE* 2bCx5 0. s. f.
felgelig 0=1 — Aa — aBx — aCx2 — aDx3

— B — ibAx—2bBx2 —- rbOx3
— aCx — sDx2 — 4EX3 0. s. f.

Heraf bestemmes Coeffieienterne A, B, C 0. s. v. i Raden V. Saa er r — 
Aa — B = o. Nu er det vilkaarligt, enten man satter A eller B = o 
eller og ingen af begge; men dog saaledeö, at een af dem vilkaarlig bestemmes. 
Man tager A = o, few et B = r.

Fremdeles aB HE* 2C = o; altsaa C ~ — —

aC HE* 2bB HE- 3D 2= o * f * D = — j . (aC HE* 2bB) 
fremdeles E = — J . (aD HE- abC)

og
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og fa a fremdel-«, hvoraf Loven for Fremgangen er klar. Felgelig bliver det 
fegte Integral Sydx — Se« + bx=. dx = yV= eax * b«*. (Bx -1. aBx* 

— I« (aC ffi 2bB) x3-------- ).

$. 6.

Man seer as dette Exempel, hvor simpel, og tillige hvor almindelig denne 
Methode er, naar Man ved Oplosninger i uendelige Rader integrerer 2Eqva- 
rioner as den Form C — VX — dV : dx, naar X er en Function as x. 
Newtons Methode forholder sig til denne Methode, omtrent som Brugen af 
Regula falfi til de algebraiske Methoder ved TEqvarioner. Naar denne 
(tore Mand skriver om sin Methode: Sic demum ad finem perduxi hoc 
valde intricatum , et omnium aliorum difficillimum problema, 
qvando duæ folum fiunt fluentes qvantitates, una cum fluxionibus 
fu is in propofita æqvatione; saa er dette et BeviiS, at det, som saa ofte 
hcendeS de Svagere, og er fkect med ham, at man undertiden langt borte og 
ved Omveie soger det, hvilket ligefrem og i Ncrrheden havde vceret at finde. 
Efter forbefkrcvne Wlaade kan man giere Prove med alle de Exempler, hvilke 
Newton har, og man vil meget ler for Integralerne finde de samme Rader, 
som forekomme hos ham (b).

§. 7.

Denne Methode giver Integralet ikkun ved Rader, hvilke, naar de 
rkke hore op, eller ikke convergere, ere ubrugelige. Paa denne Indvending 
kan jeg svare, at Newtons Methode heller ikke gaaer längere: at man i dette 
og lige Tilfalde dermed maae vare fornøjet; efterdi ingen Adskillelse finder 
Sted, og hvor det ikke skeer, kan for ncervcrrende Tid Integralet ikke gives 
anderledes end ved Rader; meget sieldne Tilfalde undtagne. Korthed og 
Lethed bliver immer el Fortrin ved den her forklarte Methode. Man er des
uden ikke bunden alene til stigende Rader for V; man kan og vcrlge faldende 
Rader, i hvilke Potemferne afxtage af, og blive negative, og som negative 

Rrr 3 voxe,

(b) Newtons Methode er med fortrinlig Tydelighed forklaret i Siemens du Calcul In
tegral par les P. P. le Seur et Jacquier. P. II. Cap. 2.
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voxe, og hvor enten -en ene eller anden Slags convergerer, undertiden hsrer 
op og giver Integralet i en endelig Storrelfe. Hertil ledes man ikke altid, 
eller i det mindste ikke saa ligefrem ved Newtons Methode.

Den foregaaende Hoved-^ZEqvation i—V (a 4 2bx)— dV : dx = o 
§. z. giver efter Newtons Methode ikkun en stigende Nad for V; men ester 
foregaaende Methode kan man og tage en faldende Rad.
Man fatte nemlig:

V — Ax-1 * Bx-2 4 Cx—3 4 Dx*4 o. C f.
saa er (a HH abx) V=aAb HH 2bBx”T 4 abCx-2 4- 2bDx—3 4* 4«

*4 aAx-1 4* aBx-2 4 aCx—3 4 4

og m — Ax~2 — 2Bx 3---------

Altfaa o — i — 2bBx 1 — abCx™3 — 2bDx~3----------
— 2b A — aAx—I — aBx~2 — aCx~3---------

4 Ax—2 4 sBx-3 4 4 
folgelig for Coefficienterne i Raden V

i — 2bA — o; A —

2bB 4 aA — o; B — — ~

<sbC4aB —A = o; C = ~"^

abD 4 aC = 2B; D —

hvoraf Fremgangsloven for de folgende er klar.

Dernast bliver V — . x—1 — ~ ♦ aAx“~2 — ~ (aB — A) ♦ x—3 — -b 

(aC — 2B) x~4. 0. s. s.- Og Raden af Coefficienterne er selv convergerende, 
naar a c ab.

§- 8.

Denne samme Art af Oplosning for Hovedraden har veiledet mig 'til en 
Methode, til i Analysis at finde stigende Rader isteden for faldende, hvrlke 
hore til de famme 2Eqvationer, og kunne bruges isteden for de vorende Rader,
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og som ostest convergere, hvor de andre divergere. Jeg siger som oftest, 
da der gives Undtagelser; efterdi begge kunne vcere af den Art, at de ikkun 
til en vis Grcendse have den ene Egenskab, og derfra fremdeles erholde den 
anden Egenskab. Derom skal jeg udforligere handle en anden Gang. Denne 
Materie er vigtig i Integralregningen.

9 .

Endnu en Anmcerkning angaaende Bestemmelsen af Coefficienterne i Ra
den V. Man fandt (§. 5.) for de tvende forste Coefficienter A og I

i — Aa — B ~ o
og da disse ere ubestemte, saa tilkiendegiver det, ot der maae vcere flere Rader, 
som kunde bruges. Man kunde saaledeö, som der er flkeet, antage A — o, 

saa var B = 1. Naar man tog B = o, saa blev A = -, og 2bA HH 

2C = o, og An — p 0. s. f. Ligeledes kunde man, uden at antage A eller 

B = o, bestemme enhver af dem vilkaarlig. Herved kan det ffee, at Raden 
for V afbrydes enten paa den ene eller anden Maade. Naar i foregaaende 
Exempel b ~ o, det er naar X — a eller z = ax, og altsaa det sogte In

tegral Seax . dx = ~ . eax, saa faaer man

o =z i — Aa — aBx — aCx2 aDx3 — —
— B — 2Cx — gDx2 — 4EX5----------

1.2. Z 1.2. 3.4

I.2.3 I.2.3.4
XT , a2x21V = i — ax HH —

' Naar altsaa i Mqvationen for de tvende forste Coefficienter 1 —" aA — 

* B=o, ligeledes B = o, saa er AH, og de efter B folgende Coefficien

ter i Raden V forsvinde. Man finder da V — og Seax . dx = eax . ~ 

Naar i dette Tilfcelde A m v, saa er B ni, og da faaer man C =— 

px __ __ S s) xr  ax2 w a2x3 a3x4 TD — — -3 ’ E — _ 4 ' ®9V = X — — * 7-^7 — +— i

x t__ a-x2 a3x3 a4x4aVzzzax-----------4- a x
i. 2 A

a3x3 , n4x4------- -------- —
1.2. 3 * I. 2. 3. 4
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Dette er det suldstcendige Integral Seax . dx . e9x 4* C, hvor 

nemlig C er den til Udfyldningen fornsdne bestandige Stsrrelse. Den er 
:== — naar x == o Integralet er ± eax —

Sammenligner man den sidste Seeming V ==

med det forhey fundne V = saa viser sig for meget. Af Hovedceqvationen 

i — XV — dV : dx = o lade sig finde flere Vcerdier for V, hvilke man 
ikke tor antage for fuldkommen at vcrre de samme, og i ethvert Tilfcelde lige; 
saaledeö at, naar de betegnes med V og V1, dog Sydx = yV, og tillige 
Sydx — V1* Dog med den Forffiel, at et af disse Udtryk yV og yV1 
giver Integralet Sydx fuldstcendig tilligemed sin Constante, men del andet 
ikke. Egentlig er Sydx = yV K, og ligeledes Sydx — yV1 4* Kr, 
naar K og K1 er Udfyldningen til Integralet; da kan den ene vorre o, naar 
den anden ikke er det.

§. io.

Endnu et bekiendt Exempel, for at fortte Methoden i sit fulde Lys. Lad 
det fsgte Integral Se* dx = S . etnx n x . dx, dette er liig med Semx 
. xn . dx, efterdi xn = en e°9* x.

Da er mdx + nx““1 ♦. dx = dz 
og X = dz : dx = m + nx—I.

Efterdi nu i — XV — dV; dx = o, faa antager man allerforst for 
V en stigende Rad, og fortier

V =
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V = A + Cx2 4 Dx5 4 4
saa bliver = B HH 2Cx 4 3DX2 4 HH 
og XV — mA HH mBx HH mCx2 HH mDx3 HH HH

4 nAx-1 HH nB 4* nCx HH nDx2 HH nEx3 HH HH
Altsaa o — i — nAx"-1 — nB — mBx — mCx2 — mDx3--------

— B — nCx — nDx2 — nEx3------- -
— aCx — zDx2 -— 4EX4--------

Deraf faaer man nA = o; altsaa A = o 
fremdeles 1 — nB — B — 0, B ~n t

— mB — nC — 1C = o, C = — 
lig-l-d-S D=-^; E — °- s- f-

Deraf erholder man
T m m®

V = ——. x — —■ - . x2 HH ♦ X’ — HHn 4 i n 4* i •n HH 2 n 4 i♦n 4 2 *11 Hr 3 ‘
denne Rad bryder rkke af.

§. ir.

Naar man for V tager en faldende Rad, saa er, naar 
V — A HH Bx-1 HH Cx—2 4 Dx—3 4 Ex*4 4 HH

dV : dx ~ — Bx-2 — aCx-3 — gDx-4--------og
VX zzz mA 4 mBx-1 4 mCx-2 4 mDx-3 4 4

4 nAx-1 4 nBx—2 4 nCx-3 4 4 
altsaa 1 — VX — dV: dx — o — 
i — mA — mBx-1 — mCx 2 — mDx-3 —

— nAx-1 — nBx—2 —- nCx-3 —
4 Bx~~2 4 2Cx—3 4 4 

ai»«A=E. B-_ '2A c = -n-=2.B» D = -^.c, 

0. s. f.

Ses Dersom



$o6 T. Integration af logarithmiffe Differentialer*

Dersom n er et heelt og posetiv Tal, saa bliver en Coefficient:= o, 
og med den alle de ovrige. Denne Rakke bryder altsaa i Vene Tilfalde af,

altsaa

hvilket er det bekiendte Udtryk af dette^Jnregral, naar n er et heelt og positiv 

Tal.
Dette saalcdeS fundne Integral udfordrer endnu en Udsyldnina, nemlig 

det sidste Led asRadenV, hvilket ikke er=o, et O. x—«

dette multipliceret med emx . xn giver for x = o den bestandige Srorrelse 

n' • n~2 ■1, hvilken altsaa maae drages fra det almindelige Udtryk, for

at giere Integralet fuldstcrndigt.

’ Man finder altsaa for V tvende Rader, en stigende og en faldende, af 
hvilke den ene bryder af, naar n er et positiv og heelt Tal; men ikke den anden 
(§. io.) og af hvilke den forste ikke forsvinder, naar x — o; men den anden 
bliver og —O, naar x — o. Som bekrendt er, finder det samme Sted ved 
begge binomial Formler, naar x er et heelt Tal. Saadanne Tilfalde fortiene 
neie at undersoges; maaf?ee kunde det give Anledning til almindelige Metho- 
der, ved hvilke man isteden for de uendelige Rader kunde scene andre Rader, 
hvilke under visse Betingelser afbryde, og saadanne ville vcece as megen Vig
tighed i Analysis.

§. 13.

Naar i foreaaaende Ercmpcl n er neqativ, etter S . emx . x~n . dx 
sogeS, saa afbryder paa ingensteds, hverken den faldende Rad (§. ti) eller 
den stigende (§. 10); men den sidste giver tillige Reduktionen af det sogre In
tegral til Integralet S . emx . x“1 . dx ligesom den scrdvanlige Integration 
gior.

Lad
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Lad til Exempel vcrre n = — 4 i den stigende Rad for V (§. 10) saa bliver

n — i
X

mx2 m2x3
n— i. iT— 2 (n — 1) (n — 2) (n — 3) ~"
mx2 . m2x3

3 3.2 3.2.1

De efterfolgende Led blive — - 2l *-~;ltO0. s. v.

udi >

Altsaa er det sogte Integral Semx ♦ x~4dx == emx 

— — —---3 cmx . x—4 , V1 = emx r~
3.2.1V 3.2.1 . x.

—)-------- . cmx . V1.
3.2.1.x/ 3.2. i.x

Disse ere Infinita, Hvilke for sig ikke give noget bestemt Resultat; og 
altsaa for saavidt ere ubrugbare. Men da Raden, fra disse Led at regne, 

IT) 3 x 3 X IPX2 \
er den samme, som folgende —- — o,(~q.------------ )* °9 den i Pa

renthesen indslutkede Factor er Raden selv for V, naar man tager n~ — 1; 
saa folger, at, naar man isteden for V i dette sidste Tilfcelde scetker V1, bliver

x m x it) c x 3
V for n H — 4 deelt i tvende Dele; nemlig udi — - — — ~ -f og

3.2.1 * *

Da nu emx - x—1V1 = Semx x—T dx, saa er Integralet Semx 

. X-4 . dx reduceret til Setnx . x~~T . dx. Dette viser tillige Brugbarheden 
af den foregaaende Methode, efterdi den paa en let Maade forer til den fred
vanlige Reduction.

Den faldende Rad for V §. 11. giver en Reduction for det foregaaende 
Integral, hvorved Semx x~n dx bringes til et andet Integral, i hvilket, 
isteden for den negativ? Exponent (—n) findes en endnu fterre og ligeledes 
negativ Exponent; faa at endelige« emx x” x) for et bestemt x bliver 

mindre end x*™1«

Sss 2 Naar
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mr+ 1
:mx.x-<n*r*I>.dx..e’nx.x-n.x-r-I.VI er —

91 »ar n er negativ, faa er den faldende Rad for V i §. 11. — i . x—1 
n 2 , n . (n 4- i) —; a. 4. + " -Qi 4- 1).(n 4< 2>...(n 4. r)

*i^1X * ----- m5--------- ---

x— 0’4'Det sidste Led tilligemed det felgende en-0'4-0(114-2)...(n4i) 

mr t 1
. x~ 0 . ^2 x"~T HF n x~2 HF HØ, eller om Factoren i Paren-

thesenhederV^—-------- ----------------- *x 1 * <Vx.og
n.(i4t)...(n4<r) ,

♦ b@

§. 14^

Lad det ssgte Integral vcrre Seax HF i bx2 HF fcx3 . xn dx, eller 
Seax 4« i bx2 HF 4cx3 HF n Log.x # jx, fa« er X = dz : dx == a HF bx HF cx* 
HF nx--1, eller opsatte efter Værdighederne af x =|nx—1 HF ax° HF bx HF ex*.

Nu rages fsrst for V en stigende Rad,, etter V = K HF Ax HF Bxz 
HF Cx3 HF Dx4 HF HF, faa erholder man

XV = nKx 1 HF nA HF nBx HF nCx2 HF nDx3 HF HF
HF aK HF aAx HF aBx2 HF aCx3 HF HF

HF bKx HF bAx2 HF bBx3 HF HF 
HF cKx2 HF cAx3 HF HF 

dV : dx = HF A HF aBx HF 3CX2 H< 4DX3 HF HF 
Naar 1 — XV — dV : dx = o 

og nK = o, faa cr I< — o 
i — nA — A — 0; A — —\—

— (n 4 2) B — aA = o; B =------
— (n + 3)C — aB — bA=o; C=-^^

— (n4-4)0 —aC—bB — cA=o; D = —

°g
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bC >4* nB

§-

o; 
o;
o;

cK = 
cA —

i — cB =

Allsaa
x4--------

cC HF bB = o;

Disse Exempler synes mig at vare tilstrcrkkclige, saavel ril at giere Me
thoden selv, som dens Anvendelse rydelig. I Coefficienrerne af Raden V 
findes en vis Arr af Rr currens, hvilken,, omend^iønr den ikke egentlig g tør 
Raden ril en recurrent Rud, saa dog i andre Henseender er mcerkvcexdig. JeJ 
vil endnu kortelig vise, hvorvidt denne Methode strakker sig.

T. Integration af logarithmiffe Differentialer.

og saa fremdeles, hvor Reglen for Fremgangen viser sig lydelig.
r aA aB JU BA » (aC Hb bB 4* cA)

X7 ——  ____ V" —. -______ xz —— ------ --------XD    -------------------— 
* n i- n HF 2 n db 3 n db 4

,.x *åbx-4<f cx= _ xn . dx — eM 4- 4 bx- v>

Antages for V c tt faldende Rad, nemlig V = K + Ax~1 db Bx—2 
dH Cx—3 HF Dx 4 HF db, faa faaer man, fordi X — nx 1 db a HF bxdb ex\ 

XV zzz cKx2 db cB db cCx 1 db cDx 2 db cEx-3 db cFx—4 db db 
db cAx db bA 4« bBx—1 db bCx 2 db bDx 3 db bEx~4 db db 
db bKx 4? aK HF aAx—1 db aBx 2 4- aCx~3 4* aDx~4 db db 

►F nKx—1 db nAx—2 db nBx~3 4b nCx—4 HF HF 
og dV : dx == ' — Ax~2 — aBx—3 — 3Cx~4--------
følgelig, naar i -- VX — dV : dx = o

K = o 
A — o
B=- 
c = -55 

c

cD *4* bC HF aB = o; D = c 
cE 4- bD 4- aC 4- (n — 2) B = o; E = — — * aC * 

cF 4- bE * aD 4- (n — 3) C = o; F = — bE °D 41 (11 — 31 c 

Derved har man Loven for den Fremgang', efter hvilken de felgende Coefficien- 
ter giøres af de foregaaende. Deraf bestemmes Raden V, og Integrant gives.

X------------ r------n HH i n HF 3

og Se1

Sss 3
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§. 15*

Man antage X u dz : dx at vcrre en rational Brok i det sogte Inte
gral 8e^ dx, cUet SeSxdx <. dx.

Man sortier X =z P : M, hvor begge P og M ere rationale Funktioner 
pafx, saa er i Folge Hovedorqvationen i — — V dV : dx zzz o eller ogsaa 

M — PV — MdV: dx ~ o. Her kan man igien gaae frem paa den forrige 
Maade, og for V anrage saavel en faldende, som en stigende Rad.

Til denne Art af Tilfcelde henhsre alle Integraler af den Form SeR . 

Q . dx, hvor R og Q ere rationale Funktioner afx. Thi, efterdi eR . Qdx 

z= eK * Log. O. . dx — ezdX/ fa(t Oliver X = dR : dx * dQ : Qdx. 

Dette lader sig henbringe til en Fraction P : M.

Dersom Q er en rational Function afx, og ingen Brok, eller af denne 
Form a bx HH cx3 Hb dx5 o. s. v., saa kan Integralet SeR Q. dx og tages 

stykkeviis, aSeR dx, b ♦ SeR xdx, cSeR x2dx, som i §. 14. Man bru
ger til Coefficienterne for Raden V, isteden for n csterhnanden Exponenterne 
i, 2, 3 0. s. v. Men som oftest vil man hastigere blive fcerdig, naar man paa 
rengang soger Raden V for det hele Integral.

§. 16.

Naar X selv er en uden Ende fortlobende Rad, saa maae man i Hoved- 
ceqvatiouen 1 — XV — dV : dx zzz o isteden for V tage en Rad af felv 
samme Art, en stigende eller en faldende, saaledes som den i X er. Her er 
man allsaa were indstkrernket. Det kommer an paa, om man ikke isteden for 
Raden X kunde sinde en anden, enten afbrydende, eller paa den modsatte 
Maade fortlobende Rad, hvilken kunde scettes isteden for hiin. Dette aaaer 
an i mange Tilfalde; men er egentligen ikkun nodvendigt, naar man ellers 
ikke har konvergerende Rader.

§. 17.
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§. 17.

Na ar X er en irrational Function af xr saa fan undertiden det ssgte 
Integral ved Substitution af andre foranderlige Størrelser henbringes til et 
saadant, i hvilket X eller dz : dx bliver rational. Dette er alletider det kor
teste. Hvor dette ikke gaaer an, kan altid X oplofts i en faldende Rad af x, 
og da for V findes en faldende Rad. I ethvert Trlfcelde kan man derved 
naae Maaler, at man forft af Hovedceqvalionen 1 — XV — dV : dx = o 
bortbringer Jrrationaliteten, og da forst foger Raden for V.

Lad det fogte Integral voere Se' . dx, faa erX = - (a Hh bx) ,

altfaa irrational, naar n er stsrre end 1. Man scene (a 4< bx) == v, saa 

bliver bdx = nvn~I . dv, og Se a bx^' . dx zzz £ ♦ Sev . v"“1 . dv*. 

Dette er et Integral af den bekiendte Form, hvorom forhen $. 10 er handlet. 

Er det fremsatte Integral Se^ 111 . dx, saa kan man ligeledes tage 

(a i-b bx) m = v, og da er (a 4- bx)” — v'”, og nb (a►b bx)n1 . dx =

/ Y i s 11 m ' 11
03 Se(a * ; ™ dx =z . Se . v 11 . dv; dene er et Integral af den for

rige Form, og den faldende Rad for V vil bryde af, som i §. ir, naar — 

er et heelt Tal.

fa JL bx'1) n
Lad fremdeles Integralet vorre Se r ♦ dx. Man sattle adHbx

— yl, fao et* nbxn —1 . dx = rv*”'1 ♦ dv, og dx — —------- —. Men
nhvn----- 1
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sidste Integral horer til dem i §. r$, hvorved ingen videre Vanskelighed er, 
undtagen Moisommelighed i Regningen.

§. 18
Naar i SeTdx hverken z eller dz : dx = X er en algebraiff Function 

«fx, saa kan endnu den samme Methode anvendes, og Formen for Raden 
V findes. Man antager z zzz Sa Log. N . dx, hvor N er en algebraisk 
Function af x, saa bliver X = a Log. N, eg dX = a 4^.

Af Hovedceqvationen 1 — XV — dV: dx = o findes X = — ,

etter X — V-*1 (1 — dV t dx), og naar man paa nyt differentierer, er 
dX = — V-2 . (dV — (dV)2 : dx) — V“1 „ ddV : dx. Derved faaer 

man en anden Hovedoeqvarion a V-2 dV — V~2. (dV)2: dx>p V—1.

ddV: dx = o> eller o = aV2, dN : dx dH N —

§. 19*
Ved Brugen af denne anden Hovedaqvation maae man imidlertid be- 

marke, at i de Tilfalde, hvor X foruden de foranderlige Leed, desuden inde
holder en bestandig Storrelfe, maae Mqvationen igien integreres, forend -e 
anlagne Coeffrcienler i Raden V bestemmes, og Integraler, ved Tillag af en 
Constant udfyldes.

Det er klart, ar naar X =zz P Hb K, hvor P er c ti Function af x; men 
K er uforanderlig; da er efter den forste Hovedaqvation P Hb K zz: V—1

. Naar man paa nyt differentierer, saa fremkommer paa nyt en

Differential'Mqvation aV2 . dN =—NdV (1 — — NV . , det
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er en ja ad an, hvilken vil fyldestgisre Mqvationen P = V”1 (1 — men 

ikke passer sig til den forste Hovedcrqvation, forend den forst er udfyldt. Men 
naar, efterår Integrationen er foretagen, den constante Storreise er foret til, 
saa har man den Mqvation, af hvilken Coessicjenterne for V lade sig.bestemme; 
da og igien Udfyldningen ril Integraler paa den fcedvanlige Maade maae fogcs, 
naar Ver fundet og Sez dx — ez V, saaledeö, som i §. 9 er erindrer, med 
mindre ez V forsvinder med x = o.

§» 20.

Lad det fegte Integral vcere Se8, ‘ _dx. dx, saa er X = Log.

(iHFx) og dX — Alksaa d^s H dx, N = iHFx,. 03 a = 1. Man 

kan altfaa gaae frem paa folgende Maade:

Man scette V — A HF Bx HF Cx2 HF Dx5 HF
saa er V2 =: A2 H? aABx HF B2x2 HF 2BCX5 HF 2AEX4 HF HF 

HF 2ACX2 HF aADx3 HF C2x4 HF >t* 
HF 2BDX4 HF H5 

fremdeles dV : dx =: B HF aCx HF gDx2 HF 4Ex5 HF sFx4 HF HF

i — ~~ i — B — 2Cx — 3DX2 — 4Ex3 — —-

■ S C1 — k)= B * =Cx 4- 3Dx2"* 4Ex=
— B2 — 2BCx — gBDx2 — 4BEX3 

—- 2BCx — 4C2x2 — 6CDx5
— 3BDx2 — 6CDx3

— 4BEx3
VddV": dx2 = 2AC aBCx HF aCCx2 HF aCOx3

HF 6ADx HF 6BDx2 HF 6CDx3
HF 12AEX2 HF 1 2BEx3 

' HF4.5AFX3
Naar nu V2 >i-(i >i-x) ^(i - ^)4-(i *x)^ = o

T t t saa
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faa fa a er man o — A2 4 2ABx 4- B2x2 4 2BCX3 4* 4«
4 sAC 4 2AD

4 B 4 2C. 4 3D. 4 4E 
-— B2 — 2BC — 3BD — 4BE

— 2BC — 4CC — 6 CD
— zBQ — 6CD

— BE
4 2AC 4 2BC 4 2CC 4 2CD

4 6AD 4 6BD 4 6CD
412AE 4 12BE

44-sAF
4 (B — B2 4 2AC) x
4 (2C — 2BC 4 6AD) x2 4 (3D — 2CC 4 12AE) x3

Heraf fa a er man de til Coefficicnternee Bestemmelse fornodne Mqvatio- 
ner, nemlig A2 4 B — B2 4 2AC zzz o. Her maae man cage 2 Srer- 
relser vilkaarlig, dog saaledes, at den trebie tillige derved bliver bestemt. Er 
A = o, fa a bliver B enten — i eller — o; men C bliver ikke bestemt. 

Dersom A — i, ogB — i, saa bliver C ~ , D ~------- —, E ™
2- * 3

-2 , p __ _______ *?
aTZU' 2.3.4.5*

§. 21.

Men i ncervKrende Tilfoelde, hvor x — Log. (1 4 x), og hvor man for 
Log. (1 4 x) kan scekke den bekiendte voxende Rad, x — |x2 4f x3 — 
5 x4 4 —, vN man nærmere og lettere erholde Raden for V efter den ferste 
Hoveoceqvation 1 — XV — dV : dx = o, naar for X den forrige Rad 
substitueres. Derved bliver da Raden for V en stigende Rad §. t6, og alt- 
faa ubrugelig, naar x er stsrre end 1. * Man maatte derfor forud foge en 
anden faldende Rad for V04 (t 4 x) fsreud man ligeledes for V kan erholde 
en faldende Rad.

2 mid-
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dxImidlertid vil man i ncervcerende Exempel, hvor nemlig dX =£-q^, 

ikke erholde nogen faldende Rad for V, omendffisnt man strax anvender dcN 
anden Hovcdcegvation paa samme Maade, som i §♦ 20. Anderledes vilde det 
vare, naar dX zzz £

§- 22.

Naar z i det givne Integral Sezdx er en exponential Stsrrelse. F. E. 
z zzz ax, saa indeholder Differentialet dz zzz Xdx selv z eller ax. Naar 
man har Hensigt til denne Omstændighed, kan man finde Raden for V paa 
ovenstaaende Maade efter den fsrste Hovedcrqvation i —XV — dV: dxzzzo.

Man tager nemlig, V — X“"1 HH AX-2 4« BX”3 HH HH, saa er
dV zzz — X-2 . dX — 2AX-5 dX — 3B. X~4 . dX------------ . Men
naar z zzz ax, saa er dz zzz ax ♦ Log. a . dx, og dX zzz ax ♦ (Log. a)2 dx 

zzz Log. a . X . dx. Felgelig zzz — Log. a. X—1 — 2A. Log. a. X 2 —

3B Log. a . X-3-------- ; XV zzz 1 4- AX~r HH BX~2 * CX~3 HH dH
altsaa o zzz 1 — 1 — (A — Log. a) X~1 — (B — 2A Log. a) X—2 — 
(C — 3B Log. a) X~3. 0. s. f. Derfor bliver A zzz Log. a, B zzz 2A Log. a, 
C zzz 3B Log. a. 0. s. f.

§- 23.

Lad det forlangte Integral vcere Sex . dx, eller xx zzz z, altsaa dz 

zzz (1 db Log. x) xx . dx, 03 X zzz (1 HH Log. x) xx. Man tage V zzz X~1 
Hb MX“2 HH NX—3 4« PX—4 0. s. f. hvor Cocfficienterne M, N, P 0. s. f. 
ere foranderlige Storrelser, og Functioner af x. Derfor er ogsaa

XV zzz i HH MX”1 4- NX“2 4« PX"3 4- HH
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uX

Astro-

£ 
V

»x-2X

—X
X

- — FX-5
"2 HH 3NR.X- 

dN ...

Er dX = R ♦ X . dx, hvor R er en Function af x, saa bliver

— — RX-1 — 2MRX-2 — 3NRX-5---------

* T • X_2 * • X~5 * *

s V
X2V3

Deraf faaer man
0 — i — i — MX-1 — NX- 

RX-1 * 2RMX-2 HH sNR.X-5 * HH
__ dM y_.2 _____ dN ,_______

dx dx u • •
yg altsaa for Coefficicnterne i Raden V.

M = R
N = 2MR — dM : dx 
P == 3NR — dN : dx 

hvor Loven fok Fremgangen lydelig viser sig.
J der forelagte Integral er dX d . (ft HH Log. x) xx ((1 HE* Log.'x)2 

HE- x-"1) xxdx = (1 HH Log. x) XdxH*X(r 4* Log. x)—. x—1 . dx. Alk- 

".........Y- 1 - ■ Skriver man v for 1 HH Log. x, saa

(äv^^E):6x- 

4- NX-5 4- 4" ±=ix*
V 

Y—3X <r I 4
X ~~ Vx " v2x3 ) 

x HE* v ♦ x j

X 4-^z.X

* ’ . x-åit
X2V4

3 —Zx
4- ivs. X


